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𝑷𝒎

BA

𝑷𝟏 𝑷𝒋

1 2 i n

𝑹𝑩𝑹𝑨

BA 𝑿𝟏

𝑷𝒎
𝑷𝟏 𝑷𝒋

𝑿𝟐 𝑿𝒊 𝑿𝒏

BA 𝟏

𝜹𝟏𝟏
𝜹𝟐𝟏 𝜹𝒊𝟏 𝜹𝒏𝟏

BA 𝟏

𝜹𝟏𝟐
𝜹𝟐𝟐 𝜹𝒊𝟐 𝜹𝒏𝟐

BA 𝟏

𝜹𝟏𝒊
𝜹𝟐𝒊 𝜹𝒊𝒊 𝜹𝒏𝒊

BA 𝟏

𝜹𝟏𝒏
𝜹𝟐𝒏 𝜹𝒊𝒏 𝜹𝒏𝒏

BA

𝑷𝒎
𝑷𝟏 𝑷𝒋

𝜹𝟏𝑷 𝜹𝟐𝑷 𝜹𝒊𝑷
𝜹𝒏𝑷

𝒖
𝟏
=
𝟎

𝒖
𝟐
=
𝟎

𝒖
𝒊
=
𝟎

𝒖
𝒏
=
𝟎

𝒖𝟏

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏

𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐

𝜹𝟏𝒊 ∙ 𝑿𝒊

𝜹𝟏𝒏 ∙ 𝑿𝒏

𝜹𝟏𝑷

=
𝟎

=
+

+
+

+

𝒖𝟐

𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏

𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐

𝜹𝟐𝒊 ∙ 𝑿𝒊

𝜹𝟐𝒏 ∙ 𝑿𝒏

𝜹𝟐𝑷

=
𝟎

=
+

+
+

+

𝒖𝒊

𝜹𝒊𝟏 ∙ 𝑿𝟏

𝜹𝒊𝟐 ∙ 𝑿𝟐

𝜹𝒊𝒊 ∙ 𝑿𝒊

𝜹𝒊𝒏 ∙ 𝑿𝒏

𝜹𝒊𝑷

=
𝟎

=
+

+
+

+

𝒖𝒏

𝜹𝒏𝟏 ∙ 𝑿𝟏

𝜹𝒏𝟐 ∙ 𝑿𝟐

𝜹𝒏𝒊 ∙ 𝑿𝒊

𝜹𝒏𝒏 ∙ 𝑿𝒏

𝜹𝒏𝑷

=
𝟎

=
+

+
+

+

... ...
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𝑷𝒎

BA

𝑷𝟏 𝑷𝒋

1 2 i n

𝑹𝑩𝑹𝑨

BA 𝑿𝟏

𝑷𝒎
𝑷𝟏 𝑷𝒋

𝑿𝟐 𝑿𝒊 𝑿𝒏

𝒖
𝟏
=
𝟎

𝒖
𝟐
=
𝟎

𝒖
𝒊
=
𝟎

𝒖
𝒏
=
𝟎

W efekcie otrzymujemy:

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + ...+ 𝜹𝟏𝒊 ∙ 𝑿𝒊 + ...+ 𝜹𝟏𝒏 ∙ 𝑿𝒏 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎

𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + ...+ 𝜹𝟐𝒊 ∙ 𝑿𝒊 + ...+ 𝜹𝟐𝒏 ∙ 𝑿𝒏 + 𝜹𝟐𝑷 = 𝟎

𝜹𝒊𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝒊𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + ... + 𝜹𝒊𝒊 ∙ 𝑿𝒊 + ... + 𝜹𝒊𝒏 ∙ 𝑿𝒏 + 𝜹𝒊𝑷 = 𝟎

𝜹𝒏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝒏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + ...+ 𝜹𝒏𝒊 ∙ 𝑿𝒊 + ...+ 𝜹𝒏𝒏 ∙ 𝑿𝒏 + 𝜹𝒏𝑷 = 𝟎

……………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………

𝑿𝟏 =

𝑿𝟐 =

𝑿𝒊 =

𝑿𝒏 =

……

……

gdzie:

𝑿𝟏…𝑿𝒏 - wartości reakcji hiperstatycznych, 

𝜹𝒊𝒌 - liczba wpływowa siły 𝑿𝒌 na przemieszczeniu 𝒖𝒊, tj. wartość przemieszczenia 𝒖𝒊 wywołana siłą 𝑿𝒌 = 𝟏,

𝜹𝒊𝑷 - przemieszczenie wywołane przez całe obciążenie czynne (𝑷) w punkcie i na kierunku działania siły 𝑿𝒌. 

UWAGA:
Rozwiązując zadania „opłaca się” pamiętać o
twierdzeniu Maxwella:

𝜹𝒊𝒌 = 𝜹𝒌𝒊



Wykorzystując metodę sił wyznaczyć reakcje belki jak na rysunku.

6.2. Rozwiązywanie belek statycznie niewyznaczalnych
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Dane: EJ=const, q, l Szukane: RA, RB, MU

B

l

𝑴𝑼

𝑹𝑨

𝒒 𝑹𝑩

EJ

= 𝑿𝟏

A

B

𝑴𝑼𝑷

𝑹𝑨𝑷

𝒒

A

B

𝑴𝑼𝟏

𝑹𝑨𝟏

𝑿𝟏 = 𝟏
A

𝑴𝒈𝑷

𝒒𝒍𝟐

𝟐

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎

Układ jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.
Równanie kanoniczne:

Pc
l/4

𝜹𝟏𝑷 =
𝟏

𝑬𝑱


P
∙ 𝒎𝒔𝒑

Zgodnie z metodą Wereszczagina:


P
= −

𝟏

𝟑

𝒒𝒍𝟐

𝟐
𝒍 =

𝒒𝒍𝟑

𝟔

𝒎𝒔𝒑 = 𝟑𝒍/𝟒

𝜹𝟏𝑷 = −
𝒒𝒍𝟒

𝟖𝑬𝑱

𝜹𝟏𝟏 =
𝟏

𝑬𝑱


1
∙ 𝒎𝒔𝟏


1
=
𝟏

𝟐
∙ 𝒍𝟐

𝒎𝒔𝟏 = 𝟐𝒍/𝟑𝜹𝟏𝟏 =
𝒍𝟑

𝟑𝑬𝑱

𝒍

𝑴𝒈
𝑿𝟏

𝒎𝒔𝒑 = 𝟑𝒍/𝟒

𝒎𝒔𝟏 = 𝟐𝒍/𝟑

1
c

Stąd:
𝒍𝟑

𝟑𝑬𝑱
∙ 𝑿𝟏 −

𝒒𝒍𝟒

𝟖𝑬𝑱
= 𝟎 𝑹𝑩 = 𝑿𝟏=

𝟑𝒒𝒍

𝟖

l/3


𝒊=𝟏

𝒏

𝑭𝒊𝒚 = 𝟎 𝑹𝐀− 𝒒𝒍 + 𝑹𝐁 = 𝟎 𝑹𝑨 =
𝟓𝒒𝒍

𝟖


𝒊=𝟏

𝒏

𝑴𝒊𝑨 = 𝟎 𝑴𝑼 −
𝒒𝒍𝟐

𝟐
+ 𝑹𝐁𝒍 = 𝟎 𝑴𝑼 =

𝒒𝒍𝟐

𝟖
por. z 
przykładem 5.2



6.3. Ramy statycznie niewyznaczalne
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Ramy zewnętrznie statycznie niewyznaczalne Ramy wewnętrznie statycznie niewyznaczalne 

W przypadku ram płaskich stopień zewnętrznej
statycznej niewyznaczalności ramy wynosi:

𝑵𝒛 = 𝒓 − 𝟑 − 𝒑
𝒓 – liczba składowych reakcji
𝒑 – liczba przegubów

A B

𝑽𝑨
𝑯𝑨

𝑽𝑩𝑯𝑩

𝒒

rama 1-krotnie 
statycznie 

niewyznaczalna:
𝑵𝒛 = 𝟏
𝒓 = 𝟒
𝒑 = 𝟎

A B

𝑽𝑨
𝑯𝑨

𝑽𝑩𝑯𝑩

𝒒

rama statycznie 
wyznaczalna:

𝑵𝒛 = 𝟎
𝒓 = 𝟒
𝒑 = 𝟏

ale

rama 3-krotnie 
statycznie 

niewyznaczalna:
𝑵𝒛 = 𝟑
𝒓 = 𝟔
𝒑 = 𝟎

ale

A
B

𝑽𝑨 𝑯𝑨 𝑽𝑩𝑯𝑩

𝒒

𝑴𝑨 𝑴𝑩

rama 1-krotnie 
statycznie 

niewyznaczalna:
𝑵𝒛 = 𝟏
𝒓 = 𝟔
𝒑 = 𝟐

A
B

𝑽𝑨 𝑯𝑨 𝑽𝑩𝑯𝑩

𝒒

𝑴𝑨 𝑴𝑩

Wewnętrzna statyczna niewyznaczalność występuje w
przypadku ram o konturach zamkniętych. Wielkościami
hiperstatycznymi są siły wewnętrzne (𝑵, 𝑻, 𝑴). W przypadku
ram płaskich stopień wewnętrznej statycznej niewyznaczalności
ramy wynosi:

𝑵𝒘 = 𝟑𝒏 − 𝒑
𝒏 - liczba konturów zamkniętych 
𝒑 - liczba przegubów (na konturze)

𝒒
Kontur 1

Kontur 2

rama 5-krotnie wewnętrznie statycznie niewyznaczalna: 
𝒏 = 𝟐, 𝒑 = 𝟏 𝑵𝒘 = 𝟓

𝑻𝟏

𝑻𝟏

𝑵𝟏 𝑵𝟏

𝑴𝟏𝑴𝟏

𝑵𝟐𝑵𝟐

𝑻𝟐

𝑻𝟐



Rozwiązać ramę jak na rysunku, wykorzystując metodę sił do wyznaczenia reakcji
hiperstatycznych.

6.4. Rozwiązywanie ram statycznie niewyznaczalnych
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Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

B

a 𝒒

C D

a

𝑹𝑨𝒚
𝑹𝑩𝒚 = 𝑿𝟐

𝑹𝑩𝒙

x

y

𝑹𝑨𝒙

1° Układ dwukrotnie statycznie niewyznaczalny. 
Przyjmijmy:  RBX=X1, RBy=X2

= 𝑿𝟏

2° Warunki równowagi statycznej:


𝒊=𝟏

𝒏

𝑴𝒊𝑨 = 𝟎 −
𝒒𝒂𝟐

𝟐
+ 𝑿𝟐𝒂 +𝑴𝑨 = 𝟎


𝒊=𝟏

𝒏

𝑭𝒊𝒚 = 𝟎 −𝑹𝐀𝐲 + 𝑿𝟐 = 𝟎 𝑹𝐀𝐲 = 𝑿𝟐


𝒊=𝟏

𝒏

𝑭𝒊𝒙 = 𝟎 𝒒𝒂 − 𝑹𝐀𝐱 − 𝑿𝟏 = 𝟎 𝑹𝐀𝐱 = 𝒒𝒂 − 𝑿𝟏

3° Równania kanoniczne:

A

𝑴𝑨

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎

𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟐𝑷 = 𝟎
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Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

B

a 𝒒

C D

a

x

y

𝑹𝑨𝒙
𝑷

A
𝑴𝑨

𝑷

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎; 𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟐𝑷 = 𝟎

B
a

C D

a

𝑹𝑨𝒚
𝑿𝟏 = 𝟏 𝑿𝟏 = 𝟏

A B

a

C D

a

𝑹𝑨𝒚
𝑿𝟐 𝑿𝟐 = 𝟏

A

𝑴𝑨
𝑿𝟐

𝑴𝒈
𝑷

𝒒𝒂𝟐/𝟐

P

c

a
/4

𝑴𝒈
𝑿𝟏

𝒂𝒂

𝑴𝒈
𝑿𝟐

𝒂

𝒂

𝒂
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Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎; 𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟐𝑷 = 𝟎

𝑴𝒈
𝑷

𝒒𝒂𝟐/𝟐

P

c

a
/4


P
= −

𝒒𝒂𝟑

𝟔

𝑴𝒈
𝑿𝟏

𝒂𝒂

𝒎𝟏𝟏

2
a

/3

𝒎𝒑𝟏

a
/4

𝒎
𝟏
𝟐

𝑴𝒈
𝑿𝟐

𝒂

𝒎𝟐𝟏

𝒂

𝒂

𝒎
𝟐
𝟑

a/2

𝒎
𝟐
𝟐

a/3

𝜹𝟏𝑷 =
𝟏

𝑬𝑱
P ∙ 𝒎𝒑𝟏 =

𝟏

𝑬𝑱
−
𝒒𝒂𝟑

𝟔
−
𝒂

𝟒
=

𝒒𝒂𝟒

𝟐𝟒𝑬𝑱
𝜹𝟐𝑷 =

𝟏

𝑬𝑱
P ∙ 𝒎𝟐𝟏 =

𝟏

𝑬𝑱
−
𝒒𝒂𝟑

𝟔
𝒂 = −

𝒒𝒂𝟒

𝟔𝑬𝑱

𝜹𝟏𝟏 =
𝟏

𝑬𝑱
11 ∙ 𝒎𝟏𝟏 ∙ 𝟐 +12 ∙ 𝒎𝟏𝟐

11

𝒎𝟏𝟏

2
a

/3 11

12

21

22

=
𝟏

𝑬𝑱
𝟐 ∙ −

𝟏

𝟐
𝒂𝟐 ∙ −

𝟐𝒂

𝟑
+ −𝒂𝟐 ∙ −𝒂 =

𝟓𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱

𝜹𝟐𝟐 =
𝟏

𝑬𝑱
21 ∙ 𝒎𝟐𝟏 +22 ∙ 𝒎𝟐𝟐 =

𝟏

𝑬𝑱
𝒂𝟐 ∙ 𝒂 +

𝟏

𝟐
𝒂𝟐 ∙

𝟐𝒂

𝟑
=
𝟒𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱

𝜹𝟏𝟐 =
𝟏

𝑬𝑱
11 ∙ 𝒎𝟐𝟏 +12 ∙ 𝒎𝟐𝟑 =

𝟏

𝑬𝑱
−
𝟏

𝟐
𝒂𝟐 ∙ 𝒂 + −𝒂𝟐 ∙

𝒂

𝟐
= −

𝒂𝟑

𝑬𝑱
= 𝜹𝟏𝟐 (twierdzenie Maxwella)
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Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

𝜹𝟏𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟏𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟏𝑷 = 𝟎

𝜹𝟐𝟏 ∙ 𝑿𝟏 + 𝜹𝟐𝟐 ∙ 𝑿𝟐 + 𝜹𝟐𝑷 = 𝟎

𝜹𝟏𝑷 =
𝒒𝒂𝟒

𝟐𝟒𝑬𝑱

𝜹𝟐𝑷 = −
𝒒𝒂𝟒

𝟔𝑬𝑱

𝜹𝟏𝟏 =
𝟓𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱

𝜹𝟐𝟐 =
𝟒𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱

𝜹𝟏𝟐 = −
𝒂𝟑

𝑬𝑱

B

a 𝒒

C D

a

𝑹𝑨𝒚 𝑿𝟐

𝑿𝟏

x

y

𝑹𝑨𝒙

A

𝑴𝑨

𝟓𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱
∙ 𝑿𝟏 −

𝒂𝟑

𝑬𝑱
∙ 𝑿𝟐 +

𝒒𝒂𝟒

𝟐𝟒𝑬𝑱
= 𝟎

−
𝒂𝟑

𝑬𝑱
∙ 𝑿𝟏 +

𝟒𝒂𝟑

𝟑𝑬𝑱
∙ 𝑿𝟐 −

𝒒𝒂𝟒

𝟔𝑬𝑱
= 𝟎

𝜹𝟐𝟏 = −
𝒂𝟑

𝑬𝑱

𝟓

𝟑
𝑿𝟏 − 𝑿𝟐 +

𝒒𝒂

𝟐𝟒
= 𝟎

−𝑿𝟏 +
𝟒

𝟑
𝑿𝟐 −

𝒒𝒂

𝟔
= 𝟎

:
𝒂𝟑

𝑬𝑱

𝑿𝟐 =
𝟓

𝟑
𝑿𝟏 +

𝒒𝒂

𝟐𝟒 −𝑿𝟏 +
𝟒

𝟑

𝟓

𝟑
𝑿𝟏 +

𝒒𝒂

𝟐𝟒
−
𝒒𝒂

𝟔
= 𝟎

−𝑿𝟏 +
𝟐𝟎

𝟗
𝑿𝟏 +

𝒒𝒂

𝟏𝟖
−
𝒒𝒂

𝟔
= 𝟎

𝟏𝟏

𝟗
𝑿𝟏 =

𝒒𝒂

𝟗

𝑿𝟏 =
𝒒𝒂

𝟏𝟏

𝑿𝟐 =
𝟓

𝟑
𝑿𝟏 +

𝒒𝒂

𝟐𝟒

𝑿𝟐 =
𝟓

𝟑

𝒒𝒂

𝟏𝟏
+
𝒒𝒂

𝟐𝟒
𝑿𝟐 =

𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂
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Przykład 6.2:

© T. Machniewicz                          IMiR, Wytrzymałość elementów maszyn, Wykład nr 6

Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

B

a 𝒒

C D

a

𝑹𝑨𝒚 𝑿𝟐

𝑿𝟏

x

y

𝑹𝑨𝒙

A

𝑴𝑨

𝑿𝟏 =
𝒒𝒂

𝟏𝟏
𝑿𝟐 =

𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂

Wracając do warunków równowagi statycznej:

−
𝒒𝒂𝟐

𝟐
+ 𝑿𝟐𝒂 +𝑴𝑨 = 𝟎

−𝑹𝐀𝐲 + 𝑿𝟐 = 𝟎

𝑹𝐀𝐲 = 𝑿𝟐

𝒒𝒂 − 𝑹𝐀𝐱 − 𝑿𝟏 = 𝟎 𝑹𝐀𝐱 = 𝒒𝒂 −
𝒒𝒂

𝟏𝟏

𝑴𝑨 =
𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐 −

𝟒𝟒

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐 𝑴𝑨 =

𝟐𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐

𝑹𝐀𝐲 =
𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂

𝑹𝐀𝐱 =
𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒂


𝒊=𝟏

𝒏

𝑴𝒊𝑨 = 𝟎


𝒊=𝟏

𝒏

𝑭𝒊𝒚 = 𝟎


𝒊=𝟏

𝒏

𝑭𝒊𝒙 = 𝟎
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Dane: EJ=const, q, a Szukane: Wykresy T(z), Mg(z), N(z)

B

a 𝒒

C D

a

𝑹𝑨𝒚 𝑿𝟐

𝑿𝟏

x

y

𝑹𝑨𝒙

A

𝑴𝑨

𝑿𝟏 =
𝒒𝒂

𝟏𝟏
𝑿𝟐 =

𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂 𝑴𝑨 =

𝟐𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐𝑹𝐀𝐲 =

𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝑹𝐀𝐱 =

𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒂

T

−
𝟏

𝟏𝟏
𝒒𝒂

𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒂

−
𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂

𝒒𝒂

𝟏𝟏

y 0
2y 2

𝑻 (𝒚𝟎𝟐) =
𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒂 − 𝒒𝒚𝟎𝟐 = 𝟎 𝒚𝟎𝟐 =

𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒂

Mg

𝟗

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐

−
𝒒𝒂𝟐

𝟏𝟏

𝟎, 𝟏𝟎𝟔𝟒𝒒𝒂𝟐

𝟎 ≤ 𝒚𝟐 ≤ 𝒂: 𝑴𝒈(𝒚𝟐) = −
𝟐𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐 +

𝟏𝟎

𝟏𝟏
𝒒𝒂𝒚𝟐 − 𝒒

𝒚𝟐
𝟐

𝟐
;

𝑴𝒈(𝒚𝟎𝟐) = 𝟎, 𝟏𝟎𝟔𝟒𝒒𝒂𝟐; 𝑴𝒈(𝒚𝟐=𝒂) =
𝟗

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐;

𝑴𝒈𝑫 = −𝑿𝟏 ∙ 𝒂 = −
𝒒𝒂𝟐

𝟏𝟏

N
𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂

𝟏𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂

𝒒𝒂

𝟏𝟏

𝑴𝒈(𝒚𝟐=𝟎) = −
𝟐𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐;

−
𝟐𝟕

𝟖𝟖
𝒒𝒂𝟐


